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Einleitung

Gefiihrte elastische Wellen in Platten, insbesondere
Lambwellen, werden zur zerstérungsfreien Werkstoff-
priifung eingesetzt [1]. Auch in der Messtechnik und Sen-
sorik werden sie gezielt genutzt [2]. Fiir diese Anwendun-
gen ist es notwendig, die frequenzabhéingigen Ausbrei-
tungseigenschaften der gefithrten Wellen zu kennen, wel-
che als Dispersionscharakteristik bezeichnet werden. In
der Praxis grenzt die Platte hiaufig an ein Fluid an. Auf-
grund der Interaktion zwischen der Platte und dem Fluid
dndern sich die Ausbreitungseigenschaften der gefithrten
Wellen, was fiir die genannten Anwendungen von zentra-
ler Bedeutung sein kann.

Die sogenannte charakteristische Gleichung beschreibt
in impliziter Form den Zusammenhang zwischen Wel-
lenzahl und Frequenz. Aus numerischer Sicht ist es je-
doch sinnvoller stattdessen das zugehorige Eigenwertpro-
blem zu losen. Fiir offene Wellenleiter, wie beispielswei-
se die fluidbelastete Platte, ist das resultierende Eigen-
wertproblem jedoch nichtlinear und kann deshalb nicht
mit Standardmethoden gelost werden. In diesem Bei-
trag wird gezeigt, wie das nichtlineare Eigenwertproblem
in ein dquivalentes lineares Eigenwertproblem tiberfithrt
werden kann.

Das Lambleckwellen-Problem

Betrachtet wird eine unendlich ausgedehnte Platte mit
einseitig angrenzendem Fluid. Ein Auszug des Quer-
schnitts ist in Abb. 1 gezeigt. Wellen mit Teilchenbewe-
gung in der z-y-Ebene, also in plain-strain, werden in
diesem Zusammenhang als Lambleckwellen bezeichnet.

Es wird eine harmonische Wellenausbreitung der Form
el(k22=wt) angenommen, wobei k, die komplexe Wellen-
zahl, w die Kreisfrequenz, ¢ die Zeit und i die imaginére
Einheit bezeichnen. Uber die Dickenkoordinate y bildet
sich eine stehende Welle aus, welche numerisch diskreti-
siert wird. Die sich ergebende Modellierung fiir eine ho-
mogene, isotrope, elastische Platte wurde in [3, 4] gezeigt.
Fiir eine bestimmte Frequenz f ergibt sich so das algebra-
ische nichtlineare Figenwertproblem fiir Lambleckwellen,
gegeben durch

E(ky)g =0, mit F(k,) = k2A, + k. A + A, + ik B,
(1)

wobel ky = /k# — k2 . (2)

Hierin ist die Matrixfunktion F'(k;) nichtlinear abhéngig
von der Wellenzahl k. Die Koeffizientenmatrizen A - A 1
éo und B entstehen bei der Diskretisierung und sind fre-
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Abbildung 1: Auszug des Querschnitts der unendlich
ausgedehnten Platte.

quenzabhéngig. Die Fluidwellenzahl ks = w/¢¢ ist cha-
rakteristisch fiir das Fluid und vorab bekannt. k, wird
als transversale Wellenzahl bezeichnet. Geltst werden soll
nach den Eigenwerten k, und Eigenvektoren q.

Der Zusammenhang (2) zwischen &, und k,, ist nicht ein-
deutig, aufgrund der zwei moglichen Losungen der Wur-
zelfunktion, und auflerdem nicht holomorph. Diese bei-
den Eigenschaften fithren zu zusétzlichen Schwierigkeiten
fiir nichtlineare Eigenwertloser [5, 6].

Variablentransformation

Durch Einfiihren einer Variablentransformation kann das
Problem in eine linearisierbare, eindeutige, holomorphe
und wvollstindige Formulierung iiberfithrt werden. Hierzu
wird die komplexe Variable v € C\ {0} so definiert, dass

1

he =l T (3)

gilt [7]. Durch Einsetzen in (2) erhilt man

—1
k, = ikf% . (4)
Als néchstes wird die Variablentransformation (3) und
(4) in die Matrixfunktion F(k,) aus (1) eingesetzt und
mit 472 multipliziert. Je nach Wahl des Vorzeichens in
(4) erhélt man dabei zwei verschiedene polynomielle Ma-
trixfunktionen, namlich £+ oder P, welche durch

P, (7)== 47y"E(ks(7)) (5)

+
54 53 52

_ 1.2 4 3 2 2
=kiA, 7" +2ke(A, £ B)v" + (44, + 2k A,) v

+2k(A, F B) v + kA, (6)
———— ~——
P E,

gegeben sind.

Die beiden Matrixfunktionen P () sind zwar nicht

gleich dem urspriinglichen F(k;) des Lambleckwellen-
Problems, trotzdem bestimmt das Spektrum von P
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vollstindig das Spektrum von F. Dies ist aus (5) ersicht-
lich, da P 4, genau dann fiir y,, singulér wird, wenn F fiir
ku(vn) = ke(ym + 75, 1) /2 singuliir oder v, = 0 ist. Letzte-
res fithrt jedoch auf k, — oo, was nicht weiter interessiert
und leicht auszusortieren ist.

Es sei weiter angemerkt, dass die Wahl des Vorzeichens
irrelevant ist. Durch Inspektion der Koeflizientenmatri-
zen wird klar, dass zwischen den beiden Polynommatri-
zen £+ und P die Beziehung

P (m=7"L () (7)
gilt und somit das Spektrum von P dem invertierten
Spektrum von £+ entspricht. Die unterschiedlichen Ei-

genwerte 7y, und ~,, ! fiihren mit (3) aber trotzdem auf die
gleichen Wellenzahlen k., und bei Beriicksichtigung der
Vorzeichenwahl in (4) auch auf die gleichen transversa-
len Wellenzahlen k,,,. Als Konsequenz ist es ausreichend,
die Eigenwerte von entweder §+ oder P zu bestimmen.
Die Eigenschaft, dass zu jeder Losung k.., eindeutig auch
eine Losung ky, bestimmt werden kann, ist dabei eine
Besonderheit der vorgestellten Losungsmethodik.

Ohne Einschréankung wird P = P N gewahlt. Das poly-
nomielle Eigenwertproblem

P(7)g=0 (8)

besitzt eine &quivalente lineare Darstellung in einem
hoherdimensionalen Zustandsraum [5], welche haufig
durch die sogenannten Begleitmatrizen angegeben wird.
Nach Transformation in den Zustandsraum kann also ein
gewOhnlicher linearer Eigenwertloser eingesetzt werden,
um die Eigenwerte ~ zuverlédssig und eflizient zu berech-
nen. Die Wellenzahlen &, ergeben sich anschliefend ohne
Weiteres aus (3) und k, aus (4) mit dem positiven Vor-
zeichen. Die Eigenvektoren ¢ bleiben gleich.

Ergebnisse

In dieser Arbeit erfolgt die Diskretisierung mittels spek-
traler Kollokation [8]. Das polynomielle Eigenwertpro-
blem (8) wird fiir jede vorgegebene Frequenz f aufge-
stellt und anschliefend in Matlab mithilfe der POLYEIG-
Funktion gelost. Diese basiert auf Linearisierung mittels
Begleitmatrix und anschliefendem Anwenden des QZ-Al-
gorithmus.

Der Realteil der komplexen Wellenzahlen k, ergibt die
Phasengeschwindigkeit

w

~ Rek,

) (9)
Der Imaginérteil Imk, stellt die exponentielle Ab-
schwichung der Mode in z-Richtung dar. Fiir ausbrei-
tungsfdhigen Moden der freien Platte, welche rein re-
elle Wellenzahlen aufweisen, entspricht dies der Ab-
strahlddmpfung.

Das frequenzabhingige Wellenzahlspektrum k,(f) wur-
de fiir eine 1mm dicke Messingplatte (A = 87 GPa,
pu = 41GPa, p = 8440kg/m3), die einseitig an Wasser
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(g = 1480m/s, pr = 1000kg/m3) angrenzt, berech-
net. Das FErgebnis ist als Phasengeschwindigkeit iiber
Frequenz in Abb. 2a gezeigt. Die Farbskala gibt hierin
die Dampfung der Mode an, welche in Abb. 2b expli-
zit dargestellt ist. Im Vergleich zur freien Platte tritt ei-
ne zusétzliche Mode auf. Diese nicht geddmpfte Mode
wird als Quasi-Scholte Mode (QS) oder A-Mode bezeich-
net. Thre Phasengeschwindigkeit konvergiert fiir hohe Fre-
quenzen gegen die Longitudinalwellengeschwindigkeit in
Wasser. Wie das zugehorige Modenbild in Abb. 3e zeigt,
stellt die QS-Mode eine hauptsédchlich im Fluid an der
Platte entlanglaufende Welle dar, wobei ihre Amplitude
exponentiell mit Entfernung zur Platte abklingt.

Es fallt weiterhin auf, dass die A0’-Mode, anders als weit-
gehend angenommen, auch unterhalb der Koinzidenzfre-
quenz von 0,43 MHz in das Wasser abstrahlt [9]. Ab einer
Frequenz von ca. 0,33 MHz jedoch spaltet sie sich in zwei
Moden mit rein reellen Wellenzahl auf [9, 10], die hier als
DO und D1 bezeichnet sind.

Die Modenbilder der A0~ sowie S0’-Moden sind in
Abb. 3a und 3b gezeigt. Sie strahlen jeweils unter ei-
nem charakteristischen Winkel eine inhomogene ebene
Longitudinalwelle in das Fluid ein. Die gleichen Moden
sind fiir eine hohere Frequenz in Abb. 3¢ und 3d dar-
gestellt. Erstere konvergiert gegen eine Oberflichenwelle
an der freien Oberfliche, wihrend zweitere gegen ei-
ne Grenzschichtwelle am fluidbelasteten Rand der Plat-
te konvergiert. Konsistent hierzu verhélt sich die Ab-
strahlddmpfung der beiden Moden unterschiedlich, wie
in Abb. 2b zu sehen ist.

Das FErgebnis einer 1mm dicken Platte aus Poly-
methylmethacrylat (PMMA, A = 4,2 GPa, u = 2,3 GPa,
p = 1190kg/m?), ebenfalls einseitig angrenzend an Was-
ser, ist in den Dispersionskurven von Abb. 4b zu sehen.
Als Gegeniiberstellung ist in Abb. 4a die freie PMMA-
Platte gezeigt. Aufgrund der dhnlichen Massendichte von
PMMA und Wasser ist in den beiden Fillen der Verlauf
der Dispersionskurven qualitativ sehr unterschiedlich. Al-
le Moden der fluidbelasteten Platte transportieren Ener-
gie und sind entsprechend ausbreitungsfihig [11]. Der
Ubersichtlichkeit halber werden deshalb in Abb. 4b nur
die Moden gezeigt, deren Energiegeschwindigkeit grofer
als 5m/s ist, also hinreichend viel Energietransport auf-
weisen. Der Kurvenverlauf in Abb. 4b kénnte als vermie-
dene Kreuzung zwischen ausbreitungsfihigen und nicht-
ausbreitungsfihigen Moden der freien Platte interpretiert
werden.

Zusammenfassung

Es wurden Dispersionseigenschaften von Lambleckwel-
len berechnet. Dabei fithrte eine Variablentransformation
auf ein linearisierbares, eindeutig gestelltes Eigenwert-
problem. Durch anschlieBendes Anwenden moderner li-
nearer Eigenwertloser kénnen zuverléssig alle Moden ge-
funden werden. Die Methode ist dabei einfacher zu im-
plementieren und eflizienter auswertbar im Vergleich zu
iterativen nichtlinearen Figenwertlosern.

Die Methodik lisst sich auf viskoelastische, inhomoge-
ne, anisotrope, geschichtete Platten erweitern. Auch ei-
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(a): Phasengeschwindigkeit cp(f)
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Abbildung 2: 1 mm dicke Messingplatte einseitig angrenzend an Wasser. (a): Phasengeschwindigkeit ¢, mit farbig
dargestellter Abstrahlddmpfung Im k. Letzteres ist in (b) explizit dargestellt.
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Abbildung 3: Modenformen fiir ausgewéhlte Punkte auf den Dispersionskurven. Farbskala: Verschiebungsamplitude

ist hoher, je heller die Farbe.

1154



(a): freie Platte
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(b): einseitig mit Wasser belastete Platte
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Abbildung 4: Phasengeschwindigkeit und Diampfung einer 1mm dicken PMMA-Platte. (a): ausbreitungsfihige
(schwarz) und nicht-ausbreitungsfihige (gelb) Moden der freien Platte. (b): einseitig an Wasser angrenzende Mo-
den mit Energiegeschwindigkeit grofier als 5m/s.

ne beidseitige Belastung mit dem gleichen nicht-viskosem
Fluid ldsst sich berechnen. Die Variablentransformation
ist allerdings fiir viskose Fluide oder fiir zwei unterschied-
liche angrenzende Fluide ungeeignet.
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