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Einleitung

Geführte Wellen in Platten, insbesondere Lambwellen,
werden zur zerstörungsfreien Werkstoffprüfung einge-
setzt sowie in ultraschallbasierten Messsystemen gezielt
angeregt und genutzt. Wesentlich für den Entwurf solcher
Systeme ist die Kenntnis der Dispersionskurven, die den
Zusammenhang zwischen Frequenz und sich ergebenden
Wellenzahlen wiedergeben. Obwohl die Rayleigh-Lamb-
Gleichungen diesen Zusammenhang analytisch beschrei-
ben, sind numerische Verfahren zur Lösung stets notwen-
dig, da die Gleichungen transzendent sind.

Während klassischerweise ein Nullstellensuchverfahren
angewandt wird, wurden neuerdings Verfahren ent-
wickelt, welche auf der Diskretisierung der Bewegungs-
differentialgleichungen beruhen [1, 2]. Diese arbeiten
deutlich stabiler und zuverlässiger. Dabei werden die
Rayleigh-Lamb-Gleichungen nicht explizit gelöst, son-
dern der Dispersionszusammenhang auf ein Eigenwert-
problem zurückgeführt. Für den Fall der freien Platte
kann dieses mit den üblichen numerischen Methoden ein-
fach und effizient gelöst werden.

In der Praxis grenzt jedoch oft ein Fluid an die Platte an.
Eine Lambwelle gibt dann Energie an die Umgebung ab,
was für viele Anwendungsfälle kritisch ist. Die Lambwel-
le erfährt dadurch eine Abstrahldämpfung, welche durch
den Imaginärteil der Wellenzahl beschrieben wird. Die
Randbedingungen für die Platte führen in diesem Fall
zu einem nichtlinearen Eigenwertproblem, für das kein
etabliertes Lösungsverfahren existiert. In diesem Beitrag
wird eine Lösungsmethodik im Sinne einer Fixpunktite-
ration präsentiert sowie Ergebnisse vorgestellt.

Lambwellen

Obwohl die im Folgenden gezeigten Methoden insbeson-
dere auch für anisotrope, inhomogene, viskoelastische
Platten entwickelt wurden [1, 2], wird hier eine homoge-
ne, isotrope, linear-elastische Platte betrachtet. Die Geo-
metrie und die Wahl des Koordinatensystems geht aus
Abb. 1 hervor, wobei die geführte Wellenausbreitung oh-
ne Einschränkung der Allgemeinheit in x-Richtung statt-
finden soll. In diesem Fall entkoppeln die Bewegungsglei-
chungen geführter Wellen in der Platte mit mechanischen
Verschiebungen in z-Richtung von denen in der x-y-Ebe-
ne. Ausschließlich Letztere sind in der Lage, Energie an
ihre Umgebung abzustrahlen und werden als Lambwellen
bezeichnet. Diese werden im Weiteren betrachtet.

Die Verschiebungen ~u in der x-y-Ebene lassen sich als

hLambwelle

Volumenwelle

Platte:
ρ, cl, ct

Vakuum

Fluid:
ρf , cf

x

y

z

Abbildung 1: Querschnitt der unendlich ausgedehnten Plat-
te.

Helmholtzzerlegung in der Form

~u =

ux

uy

0

 = ∇ϕ(x, y, t) +∇×

 0
0

Ψ(x, y, t)

 (1)

für die Platte und als

~uf =

ufx

ufy

0

 = ∇ϕf(x, y, t) (2)

im Fluid darstellen. Hierin bezeichnen ϕ und ϕf die
skalare Longitudinalwellenpotentiale der Platte und des
Fluids, während Ψ die z-Komponente des Transversal-
wellenpotentials der Platte ist. Für eine harmonische
Wellenausbreitung in x-Richtung lautet der Ansatz der
Potentiale

ϕ(x, y, t) := ϕ(y) ei(kxx−ωt) (3a)

Ψ(x, y, t) := iΨ(y) ei(kxx−ωt) (3b)

ϕf (x, ȳ, t) := A ei
√
k2f −k2xȳ ei(kxx−ωt) , (3c)

wobei kx die Lambwellenzahl, kf = ω/cf die Wellenzahl
des Fluids, ω = 2πf die Kreisfrequenz und t die Zeit
darstellen. Der Faktor i =

√
−1 im Transversalwellenpo-

tential wurde rein aus Zweckmäßigkeit gewählt, da sich
für die freie Platte hiermit eine rein reelle Problembe-
schreibung ergibt. Wie aus (3) hervorgeht, bildet sich
über die Plattendicke eine stehende Welle aus, welche als
Modenform [ϕ(y),Ψ(y), A]T bezeichnet wird. Die kom-

plexe Amplitude A = Ā ei
√
k2f −k2x

h
2 des Verschiebungspo-

tentials im Fluid berücksichtigt die Koordinatenverschie-
bung y = ȳ + h/2 an die Grenzfläche zum Fluid für eine
Platte der Dicke h.

Die Bewegungsdifferentialgleichungen sind mit diesen
Ansätzen sowie der Longitudinalwellengeschwindigkeit cl
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und Transversalwellengeschwindigkeit ct des Materials
durch [

∂2

∂y2 + ω2

c2l
0 0

0 ∂2

∂y2 + ω2

c2t
0

]
·

ϕ(y)
Ψ(y)
A


= k2

x

[
1 0 0
0 1 0

]
·

ϕ(y)
Ψ(y)
A

 (4)

gegeben.

Zusätzlich kommen die beiden Randbedingungen
für die Normalspannung σyy und die Schubspan-
nung σxy am freien Rand der Platte sowie die drei
Übergangsbedingungen zwischen Platte und Fluid an
der belasteten Grenzfläche hinzu. Mit dem akustischen
Druck pf im Fluid und den Lamé-Konstanten λ und µ
sind diese jeweils durch[

σyy(y)/µ
−2iσxy(y)/µ

]
y=−h/2

!
=

[
0
0

]
, (5)σyy(y)/µ+ pf(ȳ)/µ

−2iσxy(y)/µ
uy(y)− ufy(ȳ)


y=h/2

!
=

0
0
0

 (6)

gegeben. Die Normierung der Spannungen auf die zwei-
te Lamé-Konstante µ bzw. auf −µ/2i erfolgt aus nume-
rischen Gründen. Die Bedingung für die Schubspannung
wird damit auch rein reell. Der akustische Druck im Fluid
kann als

pf(ȳ)|ȳ=0 = ρfω
2 (7)

und das Verschiebungsfeld als

ufy(ȳ)|ȳ=0 = i
√
k2

f − k2
x A (8)

berechnet werden. Dabei ist ρf die Massendichte des Flui-
des.

In Abhängigkeit der Unbekannten [ϕ,Ψ, A]T kann (5) als(
k2

x

[
−λµ 0 0

0 1 0

]
+ kx

[
0 2 ∂

∂y 0

2 ∂
∂y 0 0

]

+

[
λ+2µ
µ

∂2

∂y2 0 0

0 ∂2

∂y2 0

])
·

ϕ(y)
Ψ(y)
A


y=−h

2

!
=

[
0
0

]
(9)

geschrieben werden. Entsprechend ergibt sich für die
Kontinuitätsbedingungen aus (6)k2

x

−λµ 0 0

0 1 0
0 0 0

+ kx

 0 2 ∂
∂y 0

2 ∂
∂y 0 0

0 1 0



+


λ+2µ
µ

∂2

∂y2 0 ρfω
2

µ

0 ∂2

∂y2 0
∂
∂y 0 0


+
√
k2

f − k2
x

0 0 0
0 0 0
0 0 −i

 ·
ϕ(y)

Ψ(y)
A

∣∣∣∣∣∣
y= h

2

!
=

0
0
0

 .
(10)

Die Bewegungsgleichungen (4) mit den Randbedingun-
gen (9) und Übergangsbedingungen (10) beschreiben
das Problem der fluidbelasteten Platte vollständig. Im
Vergleich zur freien Platte wurde dieses Gleichungssy-
stem lediglich um den skalaren Freiheitsgrad A und eine
zusätzliche Gleichung in (6) erweitert. Die Modellierung
ist dementsprechend elegant und berücksichtigt die ana-
lytisch exakte Belastung der Platte durch das Fluid.

Das Problem kann für eine bestimmte Kreisfrequenz ω
als ein differentielles Eigenwertproblem (EWP) mit dem
Eigenwert kx und den Eigenvektoren [ϕ(y),Ψ(y), A]T in-
terpretiert werden. Die Lösung für den Eigenwert kx ist
demnach frequenzabhängig. Der Zusammenhang kx(ω)
wird als Dispersionskurve bezeichnet und kann für Lamb-
wellen nur in impliziter Form F (kx, ω) = 0 angegeben
werden, der sogenannten charakteristischen Gleichung.

Diskretisierung

Das differentielle EWP ist kontinuierlich in der Koordi-
nate y. Durch Diskretisierung kann dieses in ein algebra-
isches EWP überführt werden, um anschließend die dis-
krete Näherungslösung rechnergestützt zu bestimmen. Es
gibt mehrere Möglichkeiten zur Diskretisierung der Dif-
ferentialgleichungen. Sehr elegant und gut geeignet ist
die sogenannte Spektrale Kollokationsmethode [3], wel-
che für das Problem der freien Platte bereits erfolgreich
eingesetzt wurde [2]. Das grundlegende Prinzip wird kurz
skizziert und anschließend auf das Problem der fluidbe-
lasteten Platte angewandt.

Spektrale Methoden approximieren die Funktionen ϕ(y)
und Ψ(y) mit einer globalen Interpolationsfunktion,
d. h. auf der gesamten Domäne, im vorliegenden Fall
y ∈ [−h/2, h/2]. Die Interpolationsfunktion stimmt an
den N Kollokationspunkten yi, i = 1...N ∈ N+, mit der
anzunähernden Funktion überein. Mithilfe der Interpola-
tionsfunktion und den Stützstellen kann der Ableitungs-
operator ∂

∂y näherungsweise als N×N -Matrix D
y

dar-

gestellt werden. Die Differentiationsmatrix D
y

lässt sich

vorab berechnen und erfüllt

ϕ′[yi] := D
y
· ϕ[yi] =

∂ϕ(y)

∂y

∣∣∣∣
y=yi

, (11)

wobei ϕ[yi] den Vektor der Abtastwerte ϕ(yi) an den Kol-
lokationspunkten bezeichnet und die rechte Seite als Vek-
tor der Ableitungswerte an allen yi zu verstehen ist.

Als Interpolationsfunktionen kommen Chebyshev-
Polynome zum Einsatz. Die Nullstellen dienen als
Kollokationspunkte yi, welche als Chebyshev-Punkte
bezeichnet werden. Diese häufen sich an den Rändern der
Domäne und können das Problem des Runge-Phänomens
vermeiden [4]. Lösungen der Spektralen Kollokationsme-
thode können für steigende Diskretisierungsordnung N
sehr schnell konvergieren. Im Gegensatz zur Finiten
Elemente Methode, welche polynomielle Konvergenz
aufweist, erzielt man mit der Spektralen Kollokation
für hinreichend stetige Lösungen exponentielle Konver-
genz. Diese Eigenschaft wird als spektrale Genauigkeit
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bezeichnet [3] und ermöglicht das Ausnutzen der Ma-
schinengenauigkeit bei bereits moderaten N . Dieses
positive Verhalten wird durch vollbesetzte Matrizen in
Kauf genommen.

Eine diskrete Form der Gleichungen (4), (9) und
(10) erhält man, indem die Eigenvektoren durch
[ϕ(y),Ψ(y), A]T 7→ [ϕT ,ΨT , A]T , alle konstanten Ele-
mente γ der Matrizen durch γ 7→ γI sowie die Differen-

tialoperatoren durch ∂
∂y 7→ D

y
und ∂2

∂y2 7→ D
yy

ersetzt

werden, wobei I die N×N -Einheitsmatrix bezeichnet.
Mit diesem Vorgehen weist das diskretisierte Problem
die gleiche Struktur wie zuvor auf. Anschließend werden
die Bewegungsgleichungen und die Randbedingungen zu-
sammengeführt. In der diskretisierten Form von (4) stel-
len die Zeilen 1, N,N + 1 und 2N die Gleichungen für
y = ±h/2 dar und können durch die entsprechenden Glei-
chungen der Randbedingungen ersetzt werden. Das Glei-
chungssystem wird zusätzlich durch die übrigbleibende
Randbedingung erweitert, z. B. die letzte Zeile von (10),
wodurch sich letztendlich Matrizen der DimensionM×M
mit M = 2N + 1 ergeben. Abkürzend werden im Folgen-
den die resultierenden Matrizen als A

2
, A

1
, A

0
und B be-

zeichnet sowie p = [ϕT ,ΨT , A]T gesetzt.

Sortiert nach Abhängigkeiten von kx ergibt sich ein alge-
braisches nichtlineares Eigenwertproblem der Form

(k2
xA2

+ kxA1
+A

0︸ ︷︷ ︸
P (kx)

+
√
k2

f − k2
x︸ ︷︷ ︸

f(kx)

B) · p = 0 . (12)

Hierin ist kx ∈ C der Eigenwert, p ∈ CM der Eigenvektor
und kf ∈ R+ eine bekannte Konstante.

Lösungsmethodik

Den Fall der freien Platte erhält man durch Eliminieren
der letzten Zeile und Spalte aller Matrizen und führt zu
einem quadratischen EWP analog zu P (kx). Ein solches
Problem lässt sich durch eine Koordinatentrasformation
in ein lineares verallgemeinertes EWP überführen und
anschließend mit den herkömmlichen Methoden der nu-
merischen linearen Algebra lösen. Für die fluidbelastete
Platte kommt ein Term der Form f(kx)B hinzu und un-
terscheidet sich somit grundlegend vom Fall der freien
Platte. Aus physikalischer Sicht ist dies evident, denn
im Gegensatz zur freien Platte kann die belastete Plat-
te Energie an ihre Umgebung abgeben. Im Allgemeinen
müssen die Wellenzahlen kx daher echt komplex sein.

Eine Koordinatentransformation, die das nichtlineare
EWP (12) auf ein lineares zurückführt, ist nicht bekannt.
Deshalb muss ein geeignetes Verfahren gewählt werden,
um das Problem direkt zu lösen. Solche Methoden sind
in der angewandten Mathematik Gegenstand aktueller
Forschung [5].

In diesem Beitrag wird der Ansatz einer Fixpunktitera-
tion gewählt. Man stellt fest, dass sich das EWP (12) für

den ν-ten Eigenwert durch

[(kjxν)2A
2

+ kjxνA1
+A

0
(f) +

√
k2

f − (kj−1
xν )2B︸ ︷︷ ︸

konst.

] · pj
ν

= 0 ,

(13)

annähern lässt, wenn kj−1
xν geeignet gewählt wird. Somit

ist der letzte Term konstant. Dies ergibt wieder ein qua-
dratisches EWP und kann, wie bereits beschrieben, mit
den Standardmethoden gelöst werden. Die so ermittelte
Lösung für kjxν kann iterativ für kj−1

xν eingesetzt werden,
wodurch kjxν → kxν für j →∞ zu erwarten ist. Gleich-
zeitig sollte pj

ν
→ p

ν
streben.

Einen guten Startwert für die vorgeschlagene Fixpunk-
titeration stellt die Wellenzahl kxν0 der freien Platte
dar. Die Iterationsvorschrift (13) muss für jeden Punkt
(kxν0, f) ∈ R× R der Dispersionskurve der freien Plat-
te durchgeführt werden. Letztendlich erhält man eine
vollständige Dispersionskurve der fluidbelasteten Platte
in C× R. Der sich ergebende Algorithmus ist:

Algorithm 1 Fixpunktiteration

1: k0xν ← kxν der freien Platte, j ← 0
2: while Konvergenzkriterium nicht erfüllt do

3: Löse: (κ2
iA2+κiA1+A0(f) +

√
k2f − (kjxν)2B︸ ︷︷ ︸

konst.

) ·πi = 0

4: kj+1
xν ← mini(κi − kjxν), pj+1

ν
← πi

5: j ← j + 1
6: end while

Zusätzlich kann mit der getroffenen Vereinfachung das
Gleichungssystem weiter reduziert werden. Da f(kj−1

xν )
bekannt ist, lässt sich die letzte Gleichung nach der Un-
bekannten A auflösen und anschließend in Zeile N von A

0
einsetzen. Somit kann die letzte Zeile und letzte Spalte
der Matrizen gestrichen werden.

Ergebnisse

Das beschriebene Verfahren wurde in Matlab implemen-
tiert. Die Differentiationsmatrizen wurden mit der Dif-
ferentiation Matrix Suite von Weideman und Reddy
erstellt [6]. An dieser Stelle werden die Ergebnisse in
Abhängigkeit vom Frequenz-Dicken-Produkt fh für eine
Messingplatte mit angrenzendem Wasser-Halbraum ge-
zeigt.

Die Abstrahldämpfung, also Im kx, ist in Abb. 2 zu sehen.
Wie zu erwarten, ist diese stark moden- und frequenz-
abhängig. Während sich Moden in einer freien elastischen
Platte ungedämpft ausbreiten, können diejenigen der be-
lasteten Platte ihre Energie gegebenenfalls nach wenigen
Zentimetern fast vollständig an die Umgebung abgeben.
Das Berücksichtigen der exakten Fluidbelastung durch
iteratives Lösen ist insbesondere für den Koinzidenzbe-
reich der A0-Mode bei fh = 0,5 mm MHz wichtig. An-
sonsten liefert der erste Iterationsschritt bereits eine gute
Lösung.

Der Realteil der Wellenzahl ist in Abb. 3 als Phasenge-
schwindigkeit cph = ω/Re kx dargestellt. Der Bereich der
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Abbildung 2: Abstrahldämpfung ausbreitungsfähiger Mo-
den einer Messingplatte mit einseitig angrenzendem Wasser:
Für die entsprechenden Moden der freien, elastischen Platte
ist die Dämpfungskonstante stets Null. j ist der Iterations-
schritt.

Koinzidenz ist als Ausschnitt in Abb. 4 zu sehen. Es ist
bekannt, dass die einseitig fluidbelastete Platte im Ver-
gleich zur freien Platte eine zusätzliche Mode aufweist [7].
Diese kann mit der hier vorgestellten Lösungsmethodik
nicht gefunden werden. Der linke Ast in Abb. 4 ist Teil
der sogenannten A-Mode, welche gegen die Fluidwellen-
geschwindigkeit cf konvergiert. Der rechte Ast hingegen
gehört zur A0-Mode. Der Lösungsalgorithmus springt
beim Durchlaufen der Koinzidenz zwischen den beiden
Moden. Da die A-Mode nicht abstrahlungsfähig ist, ist
sie an dieser Stelle nicht von Interesse.
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Abbildung 3: Phasengeschwindigkeit ausbreitungsfähiger
Moden einer Messingplatte mit einseitig angrenzendem Was-
ser im Vergleich zur freien Platte.
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Abbildung 4: Auszug der Phasengeschwindigkeitsdispersion
im Bereich der Koinzidenzstelle cph ≈ cf .

Fazit

Klassischerweise werden Dispersionskurven mittels Null-
stellensuche der charakteristischen Gleichung ermittelt.
In diesem Beitrag werden die Dispersionseigenschaften
einer fluidbelasteten Platte durch Lösen eines nichtli-
nearen Eigenwertproblems bestimmt. Im Gegensatz zur
Nullstellensuche findet dieses Verfahren zuverlässig alle
Eigenwerte, braucht weder Startwerte noch eine spezielle
Behandlung für komplexe Eigenwerte, ist auch für hohe
Frequenz-Dicken-Produkte stabil, leicht zu implementie-
ren und schnell. Außerdem können die Modenformen als
Eigenvektoren des Problems leicht mitbestimmt werden.
Angesichts dieser Vorteile wird das Lösen eines nichtli-
nearen Eigenwertproblems gerne in Kauf genommen.
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[7] Überall, H. ; Hosten, B. ; Deschamps, M. ;
Gérard, A.: Repulsion of phase-velocity dispersi-
on curves and the nature of plate vibrations. In:
The Journal of the Acoustical Society of America 96
(1994), Nr. 2, S. 908–917

DAGA 2018 München

1598


